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32.1 无约束优化最优性条件

关于最优性条件

为什么需要考虑优化问题的最优性条件？

方便验证一个点是否为极小值点

通过最优性条件获得解析解求解的表达式

通过最优性条件获得数值解求解的迭代方法

本小节主要考虑如下问题的最优性理论：

无约束可微问题

无约束不可微问题
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32.1.1 无约束可微问题的最优性理论

先考虑如下无约束可微优化问题：

min
x∈Rn

f(x), (1)

其中 f(x) 是连续可微函数.
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32.1 无约束优化最优性条件 无约束优化最优性条件

1. 一阶最优性条件

根据多元微积分的知识：
.
定理 1..

......

假设 f 在全空间 Rn 可微。若 x∗ 是一个局部极小解，那么

∇f(x∗) = 0 (2)
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32.1 无约束优化最优性条件 无约束优化最优性条件

.Proof...

......

任取 v ∈ Rn, 考虑 f 在点 x = x∗ 处的泰勒展开

f (x∗ + tv) = f (x∗) + tvT∇f (x∗) + o(t),

整理得
f (x∗ + tv)− f (x∗)

t = vT∇f (x∗) + o(1).

根据 x∗ 的最优性, 在上式中分别对 t 取点 0 处的左、右极限可知

lim
t→0+

f (x∗ + tv)− f (x∗)

t = vT∇f (x∗) > 0,

lim
t→0−

f (x∗ + tv)− f (x∗)

t = vT∇f (x∗) 6 0,

即对任意的 v 有 vT∇f (x∗) = 0, 由 v 的任意性知 ∇f (x∗) = 0.
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32.1 无约束优化最优性条件 无约束优化最优性条件

2. 二阶最优性条件

如果一阶必要条件满足，我们仍然不能确定当前点是否是一个局部极小点．这里考虑使用二阶信息来

进一步判断给定点的最优性。

.
定理 2..

......

假设 f 在点 x∗ 的一个开邻域内是二阶连续可微的，则以下最优性条件成立：

二阶必要条件：如果 x∗ 是 f 的一个局部极小点，那么

∇f(x∗) = 0, ∇2f(x∗) ≽ 0.

二阶充分条件：如果在点 x∗ 处，有

∇f(x∗) = 0, ∇2f(x∗) ≻ 0

成立，那么 x∗ 是 f 的一个局部极小点。
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.Proof...

......

考虑 f(x) 在点 x∗ 处的二阶泰勒展开，

f(x + d) = f(x) + 1

2
dT∇2f(x)d + o

(
∥d∥2

)
这里因为一阶必要条件成立, 所以 ∇f (x∗) = 0. 反设 ∇2f (x∗) ≽ 0 不成立, 即
∇2f (x∗) 有负的特征值. 取 d 为其负特征值 λ− 对应的特征向量, 通过对上式变形得
到

f (x∗ + d)− f (x∗)

∥d∥2 =
1

2

dT

∥d∥∇
2f (x∗)

d
∥d∥ + o(1).

这里注意 d
∥d∥ 是 d 的单位化,
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.Proof...

......

（续）因此
f (x∗ + d)− f (x∗)

∥d∥2 =
1

2
λ− + o(1).

当 ∥d∥ 充分小时, f (x∗ + d) < f (x∗), 这和点 x∗ 的最优性矛盾. 因此二阶必要条件
成立. 当 ∇2f(x) ≻ 0 时, 对任意的 d ̸= 0 有 dT∇2f (x∗)d > λmin ∥d∥2 > 0, 这里
λmin > 0 是 ∇2f (x∗) 的最小特征值. 因此我们有

f (x∗ + d)− f (x∗)

∥d∥2 > 1

2
λmin + o(1).

当 ∥d∥ 充分小时有 f (x∗ + d) > f (x∗), 即二阶充分条件成立.
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32.1 无约束优化最优性条件 无约束优化最优性条件

我们以线性最小二乘问题为例来说明其最优性条件的具体形式.
.
例 1..

......

线性最小二乘问题可以表示为

min
x∈Rn

f(x) def
=

1

2
∥b − Ax∥22,

其中 A ∈ Rm×n, b ∈ Rm 分别是给定的矩阵和向量. 易知 f(x) 是可微且凸的, 因此,
x∗ 为一个全局最优解当且仅当

∇f (x∗) = AT (Ax∗ − b) = 0.

因此, 线性最小二乘问题本质上等于求解线性方程组, 可以利用数值代数知识对其有
效求解.
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32.1.2 无约束不可微问题的最优性条件

仍考虑问题:
min
x∈Rn

f(x),

但其中 f(x) 为不可微函数. 很多实际问题的目标函数不是光滑的。

例如 f(x) = ∥x∥1. 对于此类问题, 由于目标函数可能不存在梯度和海瑟矩阵, 因此上
一小节中的一阶和二阶条件不适用. 此时我们必须使用其他最优性条件来判断不可
微问题的最优点。
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32.1 无约束优化最优性条件 无约束优化最优性条件

1. 凸优化问题一阶最优性条件

对于目标函数是凸函数的情形, 我们已经引入了次梯度的概念并给出了其计算法则.
一个自然的问题是：可以利用次梯度代替梯度来构造最优性条件吗? 实际上有如下
定理:
.
定理 3..

......

假设 f 是适当且凸的函数, 则 x∗ 为无约束优化问题的一个全局极小点当且仅当

0 ∈ ∂f (x∗)
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32.1 无约束优化最优性条件 无约束优化最优性条件

.Proof...

......

先证必要性. 因为 x∗ 为全局极小点, 所以

f(y) > f (x∗) = f (x∗) + 0T (y − x∗) , ∀y ∈ Rn.

因此, 0 ∈ ∂f (x∗). 再证充分性. 如果 0 ∈ ∂f (x∗), 那么根据次梯度的定义

f(y) > f (x∗) + 0T (y − x∗) = f (x∗) , ∀y ∈ Rn.

因而 x∗ 为一个全局极小点.

这说明条件 0 ∈ ∂f (x∗) 是 x∗ 为全局最优解的充要条件. 这个结论比前面的一阶条
件要强, 其原因是凸问题有非常好的性质。
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32.1 无约束优化最优性条件 无约束优化最优性条件

2. 复合优化问题的一阶最优性条件

在实际问题中, 目标函数不一定是凸函数, 但它可以写成一个光滑函数与一个非光滑
凸函数的和。在压缩感知中，我们使用 ℓ1 范数来获得信号的稀疏性；再比如在机

器学习中使用 ℓ1 正则化；还有经典的 LASSO 回归问题。这时我们需要考虑复合优
化问题

min
x∈Rn

ψ(x) def
= f(x) + h(x), (3)

其中 f 为光滑函数 (可能非凸), h 为凸函数 (可能非光滑).
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不可微复合优化一阶最优性条件

对于这种情形, 我们给出如下一阶必要条件:
.
定理 4..

......

令 x∗ 为问题 (3) 的一个局部极小点, 那么

−∇f (x∗) ∈ ∂h (x∗) ,

其中 ∂h (x∗) 为凸函数 h 在点 x∗ 处的次梯度集合.
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32.1 无约束优化最优性条件 无约束优化最优性条件

.Proof...

......

因为 x∗ 为一个局部极小点, 所以对于任意单位向量 d ∈ Rn 和足够小的 t > 0,

f (x∗ + td) + h (x∗ + td) > f (x∗) + h (x∗) .

给定任一方向 d ∈ Rn, 其中 ∥d∥ = 1. 因为对光滑函数和凸函数都可以考虑方向导
数, 根据方向导数的定义,

ψ′ (x∗;d) = lim
t→0+

ψ (x∗ + td)− ψ (x∗)

t
= ∇f (x∗)T d + ∂h (x∗;d)

= ∇f (x∗)T d + sup
θ∈∂h(x∗)

θTd,

其中 ∂h (x∗;d) 表示凸函数 h(x) 在点 x∗ 处的方向导数, 最后一个等式利用了凸函
数方向导数和次梯度的关系。
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.Proof...

......

（续）现在用反证法证明我们所需要的结论. 反设 −∇f (x∗) /∈ ∂h (x∗), 根据次梯度
的性质可知 ∂h (x∗) 是有界闭凸集, 又根据严格分离定理, 存在 d ∈ Rn 以及常数 b
使得

θTd < b < −∇f (x∗)T d, ∀θ ∈ ∂h (x∗) .

根据 ∂h (x∗) 是有界闭集可知对此方向 d ，

ψ′ (x∗;d) = ∇f (x∗)T d + sup
θ∈∂h(x∗)

θTd < 0.

这说明对充分小的非负实数 t,

ψ (x∗ + td) < ψ (x∗) .

这与 x∗ 的局部极小性矛盾. 因此 −∇f (x∗) ∈ ∂h (x∗).
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.
例 2..

......

我们以 ℓ1 范数正则化的优化问题为例, 给出其最优解的最优性条件。前面我们已经
介绍其一般形式可以写成

min
x∈Rn

ψ(x) def
= f(x) + µ∥x∥1,

其中 f(x) : Rn → R 为光滑函数, 正则系数 µ > 0 用来调节解的稀疏度.
尽管 ∥x∥1 不是可微的, 但我们可以计算其次微分，在次梯度计算的例子中，我们已
经计算出

∂i∥x∥1 =


{1}, xi > 0,

[−1, 1], xi = 0,

{−1}, xi < 0.
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.
例2 续..

......

因此，如果 x∗ 是优化问题的一个局部最优解，那么其满足

−∇f (x∗) ∈ µ∂ ∥x∗∥1 ,

即

∇if (x∗) =


−µ, x∗i > 0,

a ∈ [−µ, µ], x∗i = 0,

µ, x∗i < 0.

进一步地, 如果 f(x) 是凸的（比如在 LASSO 回归中 f(x) = 1
2∥Ax − b∥2）, 那么满

足上式的 x∗ 就是全局最优解。
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32.2 拉格朗日对偶函数 约束优化

32.2.1 约束优化问题

现考虑标准形式的约束优化问题 (不一定是凸的)

min f0(x)

s.t. fi(x) ≤ 0, i = 1, · · · ,m

hj(x) = 0, j = 1, · · · , p

(4)

其中自变量 x ∈ Rn，假设定义域 D =
∩m

i=0 dom fi ∩
∩p

j=1 dom hj 非空。
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32.2 拉格朗日对偶函数 约束优化

约束优化问题

.
例 3..

......

最大割问题：

min xTWx

s.t. x2i = 1, i = 1, · · · ,n

其中，W ∈ Sn。
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32.2 拉格朗日对偶函数 约束优化

约束优化问题

.
例 4..

......

支持向量机：

min
w,b

1

2
∥w∥2

s.t. yi(wTxi + b) ≥ 1, i = 1, 2, · · · ,N
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32.2.2 引入：为什么需要对偶

约束优化问题的最优性理论分析

非凸的优化问题可以转化为凸优化问题便于求解

凸的计算复杂度高的问题转化为凸的计算复杂度低的问题

帮助证明原问题无解

便于敏感性分析
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拉格朗日函数

拉格朗日函数：L : D × Rm
+ × Rp → R 为

L(x,λ,ν) = f0(x) +
m∑

i=1

λifi(x) +
p∑

j=1

νjhj(x)

其中定义域为 dom L = D × Rm
+ × Rp

拉格朗日函数：添加约束条件的加权和，得到增广的目标函数

λi 称为第 i 个不等式约束 fi(x) ≤ 0 对应的拉格朗日乘子

νj 称为第 j 个等式约束 hj(x) = 0 对应的拉格朗日乘子

向量 λ 和 ν 称为对偶变量或者问题 (4) 的拉格朗日乘子向量
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拉格朗日对偶函数

.
定义 1..

......

拉格朗日对偶函数 (或简称对偶函数) g : Rm
+ ×Rp → R 是拉格朗日函数关于 x 取得

的下确界：即对 λ ∈ Rm
+ ,ν ∈ Rp，有

g(λ,ν) = inf
x∈D

L(x,λ,ν) = inf
x∈D

f0(x) +
m∑

i=1

λifi(x) +
p∑

j=1

νjhj(x)


如果函数关于 x 无下界，则对偶函数取值为 −∞

对偶函数是一族关于 (λ,ν) 的仿射函数的逐点下确界，所以即使原问题 (4) 非
凸，对偶函数也是凹函数
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32.2 拉格朗日对偶函数 最优值的下界

32.2.3 最优值的下界

.
引理 1..

......

对偶函数构成了原问题 (4) 最优值 p∗ 的下界：即对任意 λ ≥ 0 和 ν，下式成立

g(λ,ν) ≤ p∗ (5)

.Proof...

......

设 x̃ 是原问题 (4) 的一个可行点，即 fi(x̃) ≤ 0 且 hj(x̃) = 0。根据假设，λ ≥ 0，有

m∑
i=1

λifi(x̃) +
p∑

j=1

νjhj(x̃) ≤ 0

左边第一项非正，第二项为零。
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32.2 拉格朗日对偶函数 最优值的下界

最优值的下界

.
证明（续）...

......

根据上述不等式，有

L(x̃,λ,ν) = f0(x̃) +
m∑

i=1

λifi(x̃) +
p∑

j=1

νjhj(x̃) ≤ f0(x̃).

因此

g(λ,ν) = inf
x

L(x,λ,ν) ≤ L(x̃,λ,ν) ≤ f0(x̃)

由于每一个可行点 x̃ 都满足 g(λ,ν) ≤ f0(x̃)，因此 g(λ,ν) ≤ p∗ 成立
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32.2 拉格朗日对偶函数 求拉格朗日对偶函数的解析表达式

32.2.4 求拉格朗日对偶函数的解析表达式
线性方程组的最小二乘解

.
例 5..

......

考虑问题

min xTx

s.t. Ax = b
(6)

其中 A ∈ Rp×n，求其对偶函数。
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32.2 拉格朗日对偶函数 求拉格朗日对偶函数的解析表达式

.
解..

......

此问题无不等式约束，有 p 个 (线性) 等式约束，其拉格朗日函数为

L(x,ν) = xTx + νT(Ax − b)

定义域为 Rn × Rp。对偶函数为

g(ν) = inf
x

L(x,ν)
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. . . . . .

32.2 拉格朗日对偶函数 求拉格朗日对偶函数的解析表达式

.
解..

......

（续）因为 L(x,ν) 是 x 的二次凸函数，可通过求解最优性条件得到函数的最小值

L 关于 x 取极小值，梯度为零：

∇xL(x,ν) = 2x + ATν = 0 =⇒ x = −(1/2)ATν

代入到 L 得到对偶函数g：

g(ν) = L((−1/2)ATν,ν) = −(1/4)νTAATν − bTν

是关于 ν 的二次凹函数，定义域为 Rp

最优值下界：根据引理 1，对 ∀ν ∈ Rp

p∗ ≥ −(1/4)νTAATν − bTν
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. . . . . .

32.2 拉格朗日对偶函数 求拉格朗日对偶函数的解析表达式

标准形式的线性规划

.
例 6..

......

考虑问题

min cTx

s.t. Ax = b

x ≥ 0

(7)

求其对偶函数。
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32.2 拉格朗日对偶函数 求拉格朗日对偶函数的解析表达式

.
解..

......

构造拉格朗日函数：

L(x,λ,ν) = cTx −
n∑

i=1

λixi + νT(Ax − b)

= −bTν + (c + ATν − λ)Tx

L 关于 x 线性，因此对偶函数为

g(λ,ν) = inf
x

L(x,λ,ν) =

−bTν ATν − λ+ c = 0

−∞ 其他情况

最优值下界：如果 ATν + c ≥ 0，p∗ ≥ −bTν
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. . . . . .

32.2 拉格朗日对偶函数 求拉格朗日对偶函数的解析表达式

最大割问题（双向划分问题）

.
例 7..

......

考虑问题

min xTWx

s.t. x2i = 1, i = 1, · · · ,n
(8)

其中，W ∈ Sn，求其对偶函数。
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. . . . . .

32.2 拉格朗日对偶函数 求拉格朗日对偶函数的解析表达式

.
解..

......

拉格朗日函数：

L(x,ν) =xTWx +

n∑
i=1

νi(x2i − 1)

=xT(W + diag(ν))x − 1Tν

对偶函数:

g(ν) = inf
x
(xTWx +

∑
i
νi(x2i − 1)) = inf

x
xT(W + diag(ν))x − 1Tν

=

−1Tν W + diag(ν) ≽ 0

−∞ 其他情况

最优值下界：若取 ν = −λmin(W)1，则 W + diag(ν) ≽ 0，可得 p∗ 的一个下界：
p∗ ≥ −1Tν = nλmin(W)
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32.2 拉格朗日对偶函数 用共轭函数求解拉格朗日对偶函数

32.2.5 拉格朗日对偶函数与共轭函数的关系

回忆函数 f : Rn → R 的共轭函数 f∗ 为

f∗(y) = sup
x∈dom f

(yTx − f(x))
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32.2 拉格朗日对偶函数 用共轭函数求解拉格朗日对偶函数

.
例 8..

......

考虑问题

min f0(x)

s.t. x = 0
(9)

该问题的拉格朗日函数为 L(x,ν) = f0(x) + νTx，对偶函数为

g(ν) = inf
x
(f0(x) + νTx) = − sup

x
((−ν)Tx − f0(x)) = −f∗0(−ν)
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. . . . . .

32.2 拉格朗日对偶函数 用共轭函数求解拉格朗日对偶函数

.
例 9..

......

考虑问题

min f0(x)

s.t. Ax ≤ b

Cx = d

(10)

利用函数 f0 的共轭函数，其对偶函数为

g(λ, ν) = inf
x

(
f0(x) + λT(Ax − b) + νT(Cx − d)

)
= −bTλ− dTν + inf

x

(
f0(x) + (ATλ+ CTν)Tx

)
= −bTλ− dTν − f∗0(−ATλ− CTν)

(11)

函数 g 的定义域 dom g = {(λ,ν)| − ATλ− CTν ∈ dom f∗0}
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32.2 拉格朗日对偶函数 用共轭函数求解拉格朗日对偶函数

这些例子告诉我们对偶函数与共轭函数之间的转换关系

在第 10 章的内容中，已经计算过许多函数的共轭函数

因此，可以利用前面章节共轭函数的结论，以及它与对偶函数的关系，直接求

得对偶函数
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32.2 拉格朗日对偶函数 用共轭函数求解拉格朗日对偶函数

32.2.6 用共轭函数求解拉格朗日对偶函数
等式约束条件下的范数极小化

.
例 10..

......

考虑问题

min f0(x) = ∥x∥

s.t. Ax = b
(12)

其中 ∥ · ∥ 是任意范数，求其对偶函数。
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. . . . . .

32.2 拉格朗日对偶函数 用共轭函数求解拉格朗日对偶函数

等式约束条件下的范数极小化

.
解..

......

f0 = ∥ · ∥ 的共轭函数为

f∗0(y) =

0 ∥y∥∗ ≤ 1

∞ 其他情况

可以看出此函数是对偶范数单位球的示性函数。利用结论 (11) 得到问题 (12) 的对
偶函数为

g(ν) = −bTν − f∗0(−ATν) =

−bTν ∥ATν∥∗ ≤ 1

−∞ 其他情况
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32.2 拉格朗日对偶函数 用共轭函数求解拉格朗日对偶函数

熵的最大化

.
例 11..

......

考虑问题

min f0(x) =
n∑

i=1

xi log xi

s.t. Ax ≤ b

1Tx = 1

(13)

其中 dom f0 = Rn
++，求其对偶函数。
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. . . . . .

32.2 拉格朗日对偶函数 用共轭函数求解拉格朗日对偶函数

熵的最大化

.
解..

......

关于实变量 x 的负熵函数 x log x 的共轭函数是 ey−1。由于函数 f0 是不同变量的负
熵函数的和，其共轭函数为

f∗0(y) =
n∑

i=1

eyi−1

其定义域为 dom f∗0 = Rn。根据前述结论 (11)，问题 (13) 的对偶函数为

g(λ, ν) = −bTλ− ν −
n∑

i=1

e−aT
i λ−ν−1 = −bTλ− ν − e−ν−1

n∑
i=1

e−aT
i λ

其中 ai 是矩阵 A 的第 i 列向量。
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32.3 拉格朗日对偶问题

...1 32.1 无约束优化最优性条件

...2 32.2 拉格朗日对偶函数

...3 32.3 拉格朗日对偶问题

...4 32.4 Slater 约束准则与强对偶原理

...5 32.5 KKT 最优性条件

...6 32.6 对偶问题在数据科学中优化问题的应用
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32.3 拉格朗日对偶问题 拉格朗日对偶问题

32.3.1 显式表达对偶约束

拉格朗日对偶问题

max g(λ,ν)

s.t. λ ≥ 0
(14)

从拉格朗日函数能够得到的最好下界

凸优化问题；最优值记为 d∗；如果 λ ≥ 0, (λ,ν) ∈ dom g，则 (λ,ν) 是对偶可

行的，称 (λ∗,ν∗) 是对偶最优解或者是最优拉格朗日乘子

经常，通过使隐含约束变为显式约束，问题能够得到简化
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32.3 拉格朗日对偶问题 拉格朗日对偶问题

标准形式线性规划的拉格朗日对偶

.
例 12..

......

考虑问题

min cTx

s.t. Ax = b, x ≥ 0
(15)

给出其对偶问题。
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32.3 拉格朗日对偶问题 拉格朗日对偶问题

标准形式线性规划的拉格朗日对偶

.
解..

......

对偶函数：

g(λ,ν) =

 −bTν ATν − λ+ c = 0

−∞ 其他情况

其对偶问题是在满足约束 λ ≥ 0 的条件下极大化对偶函数 g

对偶问题：

max g(λ,ν) =

 −bTν ATν − λ+ c = 0

−∞ 其他情况

s.t. λ ≥ 0

(16)

黄定江 (DaSE@ECNU) 第十一章 最优性条件和对偶理论 48 / 91



. . . . . .

32.3 拉格朗日对偶问题 拉格朗日对偶问题

标准形式线性规划的拉格朗日对偶

.
解..

......

（续）当且仅当 ATν − λ+ c = 0 时对偶函数 g 有界，通过隐式约束变为显式约
束，得到等价问题

max − bTν

s.t. ATν − λ+ c = 0

λ ≥ 0

(17)

进一步，此问题可以表述为

max − bTν

s.t. ATν + c ≥ 0
(18)

这个是一个不等式形式的线性规划。
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32.3 拉格朗日对偶问题 拉格朗日对偶问题

不等式形式线性规划 (LP) 的拉格朗日对偶

.
例 13..

......

考虑问题

min cTx

s.t. Ax ≤ b
(19)

给出其对偶问题。
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32.3 拉格朗日对偶问题 拉格朗日对偶问题

不等式形式线性规划 (LP) 的拉格朗日对偶

.
解..

......

拉格朗日函数：

L(x,λ) = cTx + λT(Ax − b) = −bTλ+ (ATλ+ c)Tx

对偶函数：

g(λ) = inf
x

L(x,λ) = −bTλ+ inf
x
(ATλ+ c)Tx =

 −bTλ ATλ+ c = 0

−∞ 其他情况
(20)

称对偶变量 λ 是对偶可行的，如果 λ ≥ 0 且 ATλ+ c = 0
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32.3 拉格朗日对偶问题 拉格朗日对偶问题

不等式形式线性规划 (LP) 的拉格朗日对偶

.
解..

......

（续）对偶问题

max − bTλ

s.t. ATλ+ c = 0

λ ≥ 0

(21)

可发现：不等式形式线性规划的对偶问题是一个标准形式的线性规划

可自行证明对偶问题的对偶问题等价于原问题

黄定江 (DaSE@ECNU) 第十一章 最优性条件和对偶理论 52 / 91



. . . . . .

32.3 拉格朗日对偶问题 拉格朗日对偶问题

二次规划的拉格朗日对偶

.
例 14..

......

考虑问题

min xTPx

s.t. Ax ≤ b
(22)

其中 P ∈ Sn
+，求其对偶问题。

黄定江 (DaSE@ECNU) 第十一章 最优性条件和对偶理论 53 / 91



. . . . . .

32.3 拉格朗日对偶问题 拉格朗日对偶问题

二次规划的拉格朗日对偶

.
解..

......

对偶函数：

g(λ) = inf
x
(xTPx + λT(Ax − b)) = −1

4
λTAP−1ATλ− bTλ

对偶问题：

max − 1

4
λTAP−1ATλ− bTλ

s.t. λ ≥ 0

(23)
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32.4 Slater 约束准则与强对偶原理

...1 32.1 无约束优化最优性条件

...2 32.2 拉格朗日对偶函数

...3 32.3 拉格朗日对偶问题

...4 32.4 Slater 约束准则与强对偶原理

...5 32.5 KKT 最优性条件

...6 32.6 对偶问题在数据科学中优化问题的应用
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32.4 Slater 约束准则与强对偶原理 弱对偶性

32.4.1 弱对偶性

用 p∗ 标记原问题的最优值，d∗ 标记 Lagrange 对偶问题的最优值。则如下定理成
立：
.
定理 5..

......

不等式

d∗ ≤ p∗ (24)

成立。这个性质称为弱对偶性。

不等式总是成立的（不论是凸问题还是非凸问题）

(p∗ − d∗) 被称为最优对偶间隙

当原问题很难求解时，弱对偶不等式可以给出原问题最优值的一个下界
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32.4 Slater 约束准则与强对偶原理 弱对偶性

弱对偶性

例如，考虑双向划分问题，其对偶问题是一个半定规划问题

max − 1Tν

s.t. W + diag(ν) ≽ 0

其中，ν ∈ Rn。对偶问题能够被有效地求解，而且对偶问题的最优值给出了双向划

分问题最优值的一个下界。
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32.4 Slater 约束准则与强对偶原理 强对偶性和 Slater 约束准则

32.4.2 强对偶性和 Slater 约束准则

一个很自然的问题：p∗ 和 d∗ 在什么条件下相等？也即，所谓的强对偶性：
.
定义 2..

......

如果原问题和对偶问题的最优值相等，即等式

p∗ = d∗ (25)

成立，最优对偶间隙为零，那么，称它们满足强对偶性。

对于一般情况，强对偶性不成立

(一般) 只对凸问题成立

保证强对偶性在凸问题中成立的条件称为约束准则
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32.4 Slater 约束准则与强对偶原理 强对偶性和 Slater 约束准则

强对偶性和 Slater 约束准则

现在，考虑如下形式的凸优化问题：

min f0(x)

s.t. fi(x) ≤ 0, i = 1, · · · ,m,

Ax = b,

(26)

其中，函数 f0, · · · , fm 是凸函数。我们将证明当它的约束满足一定准则时，强对偶
性将成立。
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32.4 Slater 约束准则与强对偶原理 强对偶性和 Slater 约束准则

强对偶性和 Slater 约束准则

一个简单的约束准则是 Slater 条件：存在一点 x ∈ relintD1使得

fi(x) < 0, i = 1, · · · ,m, Ax = b. (27)

满足上述条件的点有时称为严格可行

1给定集合 D，记其仿射包 affineD。则：

relintD = {x ∈ D|∃r > 0,使得 B(x, r) ∩ affineD ⊂ D}
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32.4 Slater 约束准则与强对偶原理 强对偶性和 Slater 约束准则

强对偶性和 Slater 约束准则

当 Slater 条件成立（且原问题是凸问题）时，强对偶性成立：
.
定理 6..

......

（强对偶性定理）假设函数 f0, f1, · · · , fm 以及 h1, · · · , hp 均为凸函数，而且满足

Slater 条件，那么
sup
λ≥0,ν

g(λ,ν) = inf
x∈K

f(x).

即对偶间隙为零。
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32.4 Slater 约束准则与强对偶原理 强对偶性和 Slater 约束准则

强对偶性和 Slater 约束准则

改进的 Slater 条件：当不等式约束函数 fi 中有一些仿射函数时，仿射不等式不需要
严格成立。该条件为：存在一点 x ∈ relintD 使得

fi(x) ≤ 0, i = 1, · · · , k, fi(x) < 0, i = k + 1, · · · ,m, Ax = b (28)

当所有约束条件都是线性等式或不等式且 dom f0 是开集时，改进的 Slater 条
件 (28) 就是可行性条件
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32.4 Slater 约束准则与强对偶原理 强对偶性和 Slater 约束准则

32.4.3 强对偶性成立的一些示例
线性方程组的最小二乘解

.
例 15..

......

考虑问题

min xTx

s.t. Ax = b

求其对偶问题及讨论强对偶性。
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32.4 Slater 约束准则与强对偶原理 强对偶性和 Slater 约束准则

线性方程组的最小二乘解

.
解..

......

原问题：

min xTx

s.t. Ax = b

对偶问题：

max −(1/4)νTAATν − bTν

Slater 条件此时是原问题的可行性条件，强对偶性通常成立。
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32.4 Slater 约束准则与强对偶原理 强对偶性和 Slater 约束准则

二次约束二次规划 (QCQP)

.
例 16..

......

考虑问题

min (1/2)xTP0x + qT
0 x + r0

s.t. (1/2)xTPix + qT
i x + ri ≤ 0, i = 1, · · · ,m

(29)

其中，P0 ∈ Sn
++，Pi ∈ Sn

++，i = 1, · · · ,m。求其对偶问题及讨论强对偶性。

黄定江 (DaSE@ECNU) 第十一章 最优性条件和对偶理论 65 / 91



. . . . . .

32.4 Slater 约束准则与强对偶原理 强对偶性和 Slater 约束准则

二次约束二次规划 (QCQP)

.
解..

......

原问题

min (1/2)xTP0x + qT
0 x + r0

s.t. (1/2)xTPix + qT
i x + ri ≤ 0, i = 1, · · · ,m

其中，P0 ∈ Sn
++，Pi ∈ Sn

++，i = 1, · · · ,m
Lagrange 函数:

L(x,λ) = (1/2)xTP(λ)x + q(λ)Tx + r(λ)

其中，P(λ) = P0 +
∑m

i=1 λiPi， q(λ) = q0 +
∑m

i=1 λiqi， r(λ) = r0 +
∑m

i=1 λiri
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. . . . . .

32.4 Slater 约束准则与强对偶原理 强对偶性和 Slater 约束准则

二次约束二次规划 (QCQP)

.
解..

......

（续）如果 λ ≥ 0，有 P(λ) ≻ 0 及

g(λ) = inf
x

L(x,λ) = −(1/2)q(λ)TP(λ)−1q(λ) + r(λ)

对偶问题：

max − (1/2)q(λ)TP(λ)−1q(λ) + r(λ)

s.t. λ ≥ 0
(30)

根据 Slater 条件，当二次不等式约束严格成立时，即存在一点 x 使得

(1/2)xTPix + qT
i x + ri < 0, i = 1, · · · ,m

对偶问题 (30) 和原问题 (29) 之间强对偶性成立。
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32.5 KKT 最优性条件
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32.5 KKT 最优性条件 互补松弛条件

32.5.1 互补松弛性

设强对偶性成立。令 x∗ 是原问题的最优解，(λ∗,ν∗) 是对偶问题的最优解，这表明

f0(x∗) = g(λ∗,ν∗) = inf
x
(f0(x) +

m∑
i=1

λ∗
i fi(x) +

p∑
j=1

ν∗
j hj(x))

≤ f0(x∗) +
m∑

i=1

λ∗
i fi(x∗) +

p∑
j=1

ν∗
j hj(x∗)

≤ f0(x∗)

因此，两个不等式取等号。这样便得出一些有意义的结论。
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32.5 KKT 最优性条件 互补松弛条件

互补松弛性

L(x,λ∗,ν∗) 在 x∗ 处取得最小值

m∑
i=1

λ∗i fi(x∗) = 0

求和项的每一项都非正，因此有

λ∗i fi(x∗) = 0, i = 1, · · · ,m.

被称为互补松弛性，即对每个 i，λ∗i 与 fi(x∗) 至少有一个为 0。
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32.5 KKT 最优性条件 KKT 最优性条件

32.5.2 Karush-Kuhn-Tucker(KKT) 最优性条件

将前面的讨论汇在一起，便形成以下 KKT 条件
.
定义 3..

......

令 x∗ 和 (λ∗,ν∗) 分别是原问题和对偶问题的最优解，其对偶间隙为零。因此有

原始约束：

fi(x∗) ≤0, i = 1, · · · ,m

hj(x∗) =0, j = 1, · · · , p

对偶约束：λ∗i ≥ 0, i = 1, · · · ,m

互补松弛：λ∗i fi(x∗) = 0, i = 1, · · · ,m

稳定性条件：∇f0(x∗) +
∑m

i=1 λ
∗
i ∇fi(x∗) +

∑p
j=1 ν

∗
j ∇hj(x∗) = 0

这些公式被称为 KKT（Karush-Kuhn-Tucker）条件（fi, hj 可微）。
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. . . . . .

32.5 KKT 最优性条件 KKT 最优性条件

Karush-Kuhn-Tucker(KKT) 最优性条件

凸问题的最优性条件

.
定理 7..

......
对于凸优化问题（26），如果 Slater 条件成立，那么 x∗,λ∗,ν∗ 分别是原始、对偶全

局最优解当且仅当它们满足 KKT 条件。

对于非凸优化问题，通常 KKT 条件只是局部最优解的一个必要条件。

它是无约束优化问题一阶最优性条件 ∇f0(x) = 0 的一个推广。

有时可以直接利用 KKT 条件，求得优化问题的解。
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32.5 KKT 最优性条件 KKT 最优性条件

等式约束二次凸问题求极小

.
例 17..

......

考虑问题

min (1/2)xTPx + qTx + r

s.t. Ax = b

其中 P ∈ Sn
+。求其 KKT 条件。
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. . . . . .

32.5 KKT 最优性条件 KKT 最优性条件

等式约束二次凸问题求极小

.
解..

......

此问题的 KKT 条件为

Ax∗ = b, Px∗ + q + ATν∗ = 0

可将其写成

Hx =

[
P AT

A 0

][
x∗

ν∗

]
=

[
−q
b

]
求解变量 x∗,ν∗ 的 m + n 个方程，其中变量的维数为 m + n，可以得到原问题和对
偶问题的最优解。
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32.5 KKT 最优性条件 通过解对偶问题求解原问题

32.5.3 通过解对偶问题求解原问题

在原问题不易求解，且强对偶性成立时，可先将其转化为对偶问题再求解。具体方

式：

求得对偶最优解 (λ∗,ν∗)

然后求下列问题的解

min f0(x) +
m∑

i=1

λ∗i fi(x) +
p∑

j=1

ν∗j hj(x)

如果此问题的解是原问题可行解，那么它就是原问题最优解

如果不是，那么原问题不存在最优点，即原问题的最优解无法达到
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32.5 KKT 最优性条件 通过解对偶问题求解原问题

熵的最大化

.
例 18..

......

考虑问题

min f0(x) =
n∑

i=1

xi log xi

s.t. Ax ≤ b

1Tx = 1

其中定义域为 Rn
++，求其最优解。
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32.5 KKT 最优性条件 通过解对偶问题求解原问题

熵的最大化

.
解..

......

对偶问题：

max − bTλ− ν − e−ν−1
n∑

i=1

e−aT
i λ

s.t. λ ≥ 0

假设 Slater 条件的弱化形式成立，即存在 x > 0 使得 Ax ≤ b 以及 1Tx = 1，

因此强对偶性成立, 存在一个对偶最优解 (λ∗, ν∗)
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. . . . . .

32.5 KKT 最优性条件 通过解对偶问题求解原问题

熵的最大化

.
解..

......

（续）设对偶问题已经解出。(λ∗, ν∗) 处的拉格朗日函数为

L(x,λ∗, ν∗) =

n∑
i=1

xi log xi + λ∗T(Ax − b) + ν∗(1Tx − 1)

它在 D 上严格凸且有下界，因此有一个唯一解 x∗，

x∗i = 1/ exp(aT
i λ

∗ + ν∗ + 1), i = 1, · · · ,n

其中 ai 是矩阵 A 的列向量。如果 x∗ 是原问题可行解，则其必是原问题的最优解。

如果 x∗ 不是原问题可行解，则原问题的最优解不能达到。
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32.5 KKT 最优性条件 通过解对偶问题求解原问题

在等式约束下极小化可分函数

.
例 19..

......

考虑问题

min f0(x) =
n∑

i=1

fi(xi)

s.t. aTx = b

其中 a ∈ Rn, b ∈ R，函数 fi : R → R 是可微函数，严格凸，求其最优解。
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. . . . . .

32.5 KKT 最优性条件 通过解对偶问题求解原问题

在等式约束下极小化可分函数

.
解..

......

拉格朗日函数：

L(x, ν) =
n∑

i=1

fi(xi) + ν(aTx − b) = −bν +
n∑

i=1

(fi(xi) + νaixi)

对偶函数：

g(ν) =− bν + inf
x

( n∑
i=1

(fi(xi) + νaixi)

)

=− bν +

n∑
i=1

inf
xi
(fi(xi) + νaixi)

=− bν −
n∑

i=1

f∗i (−νai)
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. . . . . .

32.5 KKT 最优性条件 通过解对偶问题求解原问题

在等式约束下极小化可分函数

.
解..

......

（续）对偶问题：

max −bν −
n∑
i

f∗i (−νai)

假设找到一个对偶最优解 ν∗。L(x, ν∗) 具有唯一的最小点 x̃，有 x̃ = x∗。这可

以通过求解 ∇xL(x, ν∗) = 0 得到 x∗，即求解方程组

f′i(x∗i ) = −ν∗ai, i = 1, · · · ,n.
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32.6 对偶问题在数据科学中优化问题的应用

...1 32.1 无约束优化最优性条件
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. . . . . .

32.6 对偶问题在数据科学中优化问题的应用 线性可分支持向量机

32.6.1 线性可分支持向量机

.

......

分类学习最基本的想法就是基于训练集 D 在样本空间中找到一个划分超平面
wTx + b = 0，将不同类别的样本分开。但对于线性可分数据集，能将训练样本分开

的划分超平面可能有很多，我们应该去找到哪一个呢?

图 1: 存在多个划分超平面将两类训练样本分开
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. . . . . .

32.6 对偶问题在数据科学中优化问题的应用 线性可分支持向量机

线性可分支持向量机

因此，期望找到具有“最大间隔”(maximun margin) 的划分超平面，将两类样本尽
可能地分开。如下所示：

图 2: 支持向量与最大间隔

此时最大间隔为 γ = 2
∥w∥。
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. . . . . .

32.6 对偶问题在数据科学中优化问题的应用 线性可分支持向量机

线性可分支持向量机

因此，该问题为要找到能分类正确，使得 γ 最大的参数 w 和 b，即解如下优化问
题：

max
w,b

2

∥w∥

s.t. yi(wTxi + b) ≥ 1, i = 1, 2, · · · ,N

这等价于

min
w,b

1

2
∥w∥2

s.t. yi(wTxi + b) ≥ 1, i = 1, 2, · · · ,N

这便是线性可分支持向量机（Support vector Machine，简称 SVM）的模型。下面讨
论其对偶问题。
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32.6 对偶问题在数据科学中优化问题的应用 线性可分支持向量机

线性可分支持向量机对偶问题

设拉格朗日乘子 α ≥ 0，则该问题的拉格朗日函数可写为

L(w, b,α) =
1

2
∥w∥2 +

N∑
i=1

αi(1− yi(w
Txi + b))

令 L(w, b,α) 对 w 和 b 的偏导为零可得

w =
N∑

i=1

αiyixi, 0 =
N∑

i=1

αiyi

回代可得对偶问题

max
α

N∑
i=1

αi −
1

2

N∑
i=1

N∑
j=1

αiαjyiyjx
T
i xj

s.t.
N∑

i=1

αiyi = 0, αi ≥ 0, i = 1, 2, · · · ,N
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32.6 对偶问题在数据科学中优化问题的应用 线性可分支持向量机

线性可分支持向量机对偶问题

假设通过对偶问题求得 α，则最终模型：

f(x) = sign(wTx + b) = sign
( N∑

i=1

αiyixT
i x + b

)
KKT 条件 

αi ≥ 0

yif(xi)− 1 ≥ 0

αi(yif(xi)− 1) = 0

总有 αi = 0 或 yif(xi) = 1

解的稀疏性：训练完成后, 大部分的训练样本都不需保留，最终模型仅与支持向量
有关，支持向量机因此而得名。
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32.6 对偶问题在数据科学中优化问题的应用 线性支持向量机

32.6.2 线性支持向量机

现实中的训练样本集，通常是线性不可分的，或者是近似线性可分。对于线性近似

可分数据集，在第六章已经介绍，通过引入松弛变量的方式使其“可分”。因此得

到如下优化问题：

min
w,b,ξ

1

2
∥w∥2 + C

N∑
i=1

ξi

s.t. yi(wTxi + b) ≥ 1− ξi, i = 1, 2, . . . ,N

ξi ≥ 0, i = 1, 2, . . . ,N
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32.6 对偶问题在数据科学中优化问题的应用 线性支持向量机

线性支持向量机对偶问题

设拉格朗日乘子 α ≥ 0, µ ≥ 0，则该问题的拉格朗日函数可写为

L(w, b, ξ,α,µ) = 1

2
∥w∥2 + C

N∑
i=1

ξi +
N∑

i=1

αi(1− ξi − yi(wTxi + b))−
N∑

i=1

(µiξi)

令 L(w, b,α) 对 w、b 和 ξ 的偏导为零可得

w =
N∑

i=1

αiyixi, 0 =
N∑

i=1

αiyi, α+ µ = C1
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32.6 对偶问题在数据科学中优化问题的应用 线性支持向量机

线性支持向量机对偶问题

回代可得对偶问题

max
α

N∑
i=1

αi −
1

2

N∑
i=1

N∑
j=1

αiαjyiyjxT
i xj

s.t.
N∑

i=1

αiyi = 0

0 ≤ αi ≤ C, i = 1, 2, · · · ,N

同样地，求解对偶问题，然后获得最终模型。
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32.6 对偶问题在数据科学中优化问题的应用 线性支持向量机

本讲小结

.
无约束优化的最优性条件..

......

无约束可微优化问题：一阶条

件、二阶条件

无约束不可微优化问题：凸优

化的一阶条件

无约束不可微优化问题：复合

优化的一阶条件

.
约束优化问题的最优性条件..

......

拉格朗日对偶函数与拉格朗日

对偶问题

弱对偶性、Slater 约束准则与
强对偶原理

KKT 最优性条件：原始约束、
对偶约束、稳定性条件、互补

松弛

这些最优性条件将用于指导我们设计优化问题的求解算法。
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