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3.1 向量空间的基本概念 向量空间

3.1.1 向量空间

先前已经介绍了什么是向量，什么是矩阵。接下来介绍线性空间 (向量空间) 的概念，向量
空间是向量所在的空间，在这个空间上，向量以及向量的运算共同构造出了这样一个空间。
尽管名称是向量空间，我们可以把数或者矩阵的空间也叫做向量空间，因为它也满足向量空
间的定义。
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3.1 向量空间的基本概念 向量空间

图 1: 降维
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3.1 向量空间的基本概念 向量空间

定义 1

设 V 是由 n 维向量组成的非空集合，K 是一个数域。在 V 上定义了的加法，在 K 与集合
V 上定义了数乘，并且 ∀a, b ∈ V 及任意数 k ∈ K, 有 a + b, ka ∈ V，则称 V 对于向量的加
法和数乘两种运算封闭，V 为数域 K 上的 n 维向量空间或者线性空间.
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3.1 向量空间的基本概念 向量空间

例 1

数域 K 上的 n 维向量，按照如下定义的加法和数乘运算，构成数域 K 上的向量空间。
考虑向量空间 V = Kn，任意两个向量 a, b ∈ V，λ ∈ R 满足:
1. 加法

a + b =

a1

...
an

+

b1
...

bn

 =

a1 + b1
...

an + bn

 ∈ V

2. 数乘

λa =

λa1

...
λan

 ∈ V
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3.1 向量空间的基本概念 向量空间

例 2

数域 K 上的 m × n 矩阵，按照如下定义的加法和数乘运算，构成数域 K 上的向量空间。
考虑矩阵空间 V = Km×n，任意的两个矩阵 A,B ∈ V，λ ∈ R 满足:
1. 加法

A+B =

 a11 + b11 . . . a1n + b1n
...

...
am1 + bm1 . . . amn + bmn

 ∈ V

2. 数乘

λA =

λa11 . . . λa1n
...

...
λam1 . . . λamn

 ∈ V
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3.1 向量空间的基本概念 向量空间

例 3

元素属于数域 C:
令 λ 所在的数域 K = C，定义加法为复数加法、数乘为复数乘法，根据复数的加法和
乘法，我们可以知道复数域 C是自身上的向量空间。
令 λ 所在的数域 K = R，定义加法为实部与实部相加，虚部与虚部相加，而数乘则是
将实数分别乘至实部和虚部。容易知道，复数域 C是实数域 R上的向量空间。
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3.1 向量空间的基本概念 向量空间

例 4

数域 R 上的次数小于 n 的一元多项式，即
Pn = {p : p(x) = an−1xn−1 + · · ·+ a1x + a0,其中a0, a1, · · · , an−1 ∈ R}

构成 R 上的向量空间。这是因为对于 ∀p1, p2 ∈ Pn 及任意数 k ∈ K, 有 p1 + p2, kp1 ∈ Pn。

设有
p1 = a1,n−1xn−1 + · · ·+ a1,1x + a1,0, p2 = a2,n−1xn−1 + · · ·+ a2,1x + a2,0

λ ∈ R，则有
p1 + p2 = (a1,n−1 + a2,n−1)xn−1 + · · ·+ (a1,1 + a2,1)x + (a1,0 + a2,0)

和
λp1 = λa1,n−1xn−1 + · · ·+ λa1,1x + λa1,0
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3.2 向量子空间
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3.2 向量子空间 子空间

3.2.1 子空间

定义 2

设 X 是 K 上的 n 维线性空间，Y 是 X 的子集且满足：若 x,y ∈ Y，则 x + y ∈ Y; 若
a ∈ K,x ∈ Y，则 ax ∈ Y，则称 Y 是 X 的线性子空间，简称子空间。

例 5

非空的线性空间一定会有的子空间: 自身和 {0}。我们把只含零向量的子集称为零子空间。
零子空间和线性空间本身统称为平凡子空间，其它子空间叫做非平凡子空间。
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3.2 向量子空间 子空间

例 6

图2中只有 D 是 R2 的子空间。在 A 和 C 中封闭性被违反。B 则不包括 0。

图 2: R2 中的一些子集
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3.2 向量子空间 子空间

例 7

1. 线性方程组 Ax = 0 的解空间是 Rn 中常见的子空间
2. 线性方程组 Ax = b 的解空间，当 b ̸= 0 时，不是子空间
3. 线性方程组 Ax = 0 的解空间和 Bx = 0 的解空间的交集也是 Rn 中的子空间
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3.2 向量子空间 子空间的交、和、直和

3.2 子空间的交、和、直和

定理 1

若用 Y1 ∩ Y2 表示 Y1 与 Y2 中的公共元素集合，则 Y1 ∩ Y2，也是 X 的子空间，且称
Y1 ∩ Y2 为 Y1 与 Y2 的 交。

定理 2

若用 Y1 + Y2 表示全体形如 y1 + y2(y1 ∈ Y1,y2 ∈ Y2) 的向量组成的集合，则 Y1 + Y2 也
是 X 的子空间，且称 Y1 + Y2 为 Y1 与 Y2 的 和。
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3.2 向量子空间 子空间的交、和、直和

定义 3

如果 Y 中的每个向量 x 可唯一地表成 x = y1 + y2(y1 ∈ Y1,y2 ∈ Y2) 的形式，则称 Y 为
Y1 与 Y2 的直和。记作 Y = Y1 + Y2 或 Y1 ⊕ Y2

定理 3

Y1 + Y2 为直和的必要充分条件是：由 y1 + y2 = 0(y1 ∈ Y1,y2 ∈ Y2) 可推出 y1 = y2 = 0。

定理 4

Y1 + Y2 为直和的必要充分条件是：由 Y1 ∩ Y2 = {0}。
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3.3 线性无关性 线性表出定义

3.3.1 线性表出定义

一个向量能否用其它向量表示？
一个线性空间里的所有向量最少可以用几个向量表示出来？
这些向量之间又是什么关系？
空间里的坐标是如何确定的？
为什么向量空间要用数乘和向量加法定义？
为什么封闭性是向量空间非常重要的性质？

这些问题就是我们接下来要讨论的问题。
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3.3 线性无关性 线性表出定义

定义 4

设向量 a1,a2, · · · ,as 是数域 K 上的 n 维向量组，k1, k2, · · · , ks 是数域 K 上的一组数，那
么表达式

k1a1 + k2a2 + · · ·+ ksas.

称为向量组 a1,a2, · · · ,as 的一个线性组合，而 k1, k2, · · · , ks 称为组合系数。

定义 5

若向量 b 是向量组 a1,a2, · · · ,as 的一个线性组合，即
b = k1a1 + k2a2 + · · ·+ ksas,

则称 b 可以由向量组 a1,a2, · · · ,as 线性表出。
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3.3 线性无关性 线性表出定义

例 8

例如，设向量组
a1 = (2,−1, 3, 1)

a2 = (4,−2, 5, 4)

a3 = (2,−1, 4,−1)

则有 a3 = 3a1 − a2，这表示 a3 可以由 a1,a2 线性表出。

零向量 0 总可以写成其它一些向量的线性组合。
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3.3 线性无关性 线性相关/无关

3.3.2 线性相关/无关

定义 6

设 ai ∈ Kn(i = 1, 2, · · · , r). 若在 K 中存在 r 个不全为零的数 λi(i = 1, 2, · · · , r), 使∑r
i=1 λiai = 0, 则称向量组 a1,a2, · · · ,ar 线性相关. 反之，如果向量组 a1,a2, · · · ,ar 不线

性相关, 即只有 λ1, λ2, · · · , λr 全为零时，才能使得
∑r

i=1 λiai = 0, 则称向量组
a1,a2, · · · ,ar 线性无关.

定义 7

向量组的一部分组称为一个极大线性无关组, 如果这个部分组本身线性无关，但从原向量组
的其余向量中任取一个添加进去后，所得的部分组都线性相关.
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3.3 线性无关性 线性相关/无关

例 9

一个地理例子可能有助于阐明线性独立性的概念。
在上海的一个人在描述宣城的位置时可能会说：“您可
以先向西北行驶 180 公里到常州，再向西南行驶 244.8
公里，才能到宣城。”
这是描述宣城位置的充分信息，因为地理坐标系可能
被视为二维矢量空间（忽略高度和地球表面）。
这个人可能会加上“它在这里以西约 282.9 公里处。”
尽管这个说法是正确的，但鉴于先前的信息就可以找
到宣城。

图 3: 一个线性相关和线
性无关的例子
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3.3 线性无关性 线性相关/无关

例 10

在向量组
a1 = (2,−1, 3, 1) a2 = (4,−2, 5, 4) a3 = (2,−1, 2, 3)

中，由 a1,a2 组成的部分组就是一个极大线性无关组。首先，a1,a2 线性无关，因为由
k1a1 + k2a2 = k1(2,−1, 3, 1) + k2(4,−2, 5, 4)

= (2k1 + 4k2,−k1 − 2k2, 3k1 + 5k2, k1 + 4k2) = (0, 0, 0, 0)�
就有 k1 = k2 = 0，同时，a1,a2,a3 线性相关 (a2 = a1 + a3)。不难看出，a2,a3 也是一个极
大线性无关组。
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3.3 线性无关性 等价

3.3.3 等价

定义 8

设 a1,a2, · · · ,as 和 b1, b2, · · · , bt 是数域 K 上的两个向量组，如果向量组 a1,a2, · · · ,as 中
每一个向量 ai(i = 1, 2, · · · , s) 都可以用向量组 b1, b2, · · · , bt 线性表出，那么称向量组
a1,a2, · · · ,as 可以用向量组 b1, b2, · · · , bt 线性表出。如果两个向量组互相可以线性表出，
则称为它们等价。
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3.3 线性无关性 等价

例 11

例如，设
a1 = (1, 0),a2 = (0, 1);

b1 = (1, 1),b2 = (−1, 1),

则向量组 a1,a2 与向量组 b1, b2 是等价的。

a1 =
1

2
b1 −

1

2
b2, a2 =

1

2
b1 +

1

2
b2

b1 = a1 + a2, b2 = −a1 + a2

图 4: 向量组等价
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3.4 生成集、基底和坐标
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3.4 生成集、基底和坐标 生成集

3.4.1 生成集

定义 9

设 a1,a2, · · · ,ar 是 V 的一组向量，则这组向量所有可
能的线性组合

∑r
k=1 λkak 所成的集合是 V 的一个子空

间，称为由 a1,a2, · · · ,ar 张成的子空间，记作
L(a1,a2, · · · ,ar) 或 span(a1,a2, · · · ,ar)。
{a1,a2, · · · ,ar} 叫做 V 的一个生成集。

图 5: 张成子空间

定理 5

两个向量组张成相同的子空间的充分必要条件是：这两个向量组等价。
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3.4 生成集、基底和坐标 基底与维数

3.4.2 基底与维数

定义 10

如果在向量空间 V 中有 n 个线性无关的向量 a1,a2, · · · ,an，且 V 中任一向量都可以用它
们线性表出，则称 V 为 K 上的n 维线性空间，n 称为 V 的维数，记作 dim(V) = n。而
a1,a2, · · · ,an 就是 V 的一组基。
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3.4 生成集、基底和坐标 基底与维数

例 12

复数域 C 在 C 上和 R 上是两个不同的向量空间。
因为在 C 上它是一维的，数 1 就是一组基；
而在 R 上它是二维的，数 1 与 i 就是一组基。

这个例子告诉我们，维数是和所考虑的数域有关的。
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3.4 生成集、基底和坐标 基底与维数

定理 6

令 V 是一向量空间，B ⊆ V,B ̸= ∅ 下列命题等价：
B 是 V 的一个基
B 是最小生成集
B 是 V 中的极大线性无关组
V 中每一个向量能被 B 线性表出
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3.4 生成集、基底和坐标 基底与维数

标准基

定义 11

如果一组基中的每一个向量长度均为 1，我们称其为标准基。

在后面的课程中，我们将会严格说明向量的长度。

例 13

在右图中，粉色的两个向量组成的基是一组标准基。

在 R3 中，常用基


1
0
0

 ,

0
1
0

 ,

0
0
1

 就是一组标准基。
图 6: 标准基和基
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3.4 生成集、基底和坐标 基底与维数

确定一组基

例 14

对于一个由向量 x1,x2,x3 张成的向量空间 U ⊆ R4

x1 =


1
0
1
0

 ,x2 =


0
1
1
1

 ,x3 =


1
1
2
1

 ,

我们关心 x1,x2,x3 是否是 U 的一组基。为此，我们需要确认 x1,x2,x3 是否线性无关。因

此，我们需要解
3∑

i=1

λixi = 0
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3.4 生成集、基底和坐标 基底与维数

这是一个关于下面这个矩阵的一个线性方程组, 并且我们对这个矩阵作行初等变换可将其化
成阶梯型

(
x1,x2,x3,x4

)
=


1 0 1
0 1 1
1 1 2
0 1 1

 →


1 0 1
0 1 1
0 0 0
0 0 0


从而我们可以发现 x1,x2 是线性无关的,λ1x1 + λ2x2 = 0 只有 λ1 = λ2 = 0 时成立。因此
{x1,x2} 是 U 的一组基。

这个例子说明，U 是 R4 中的 2 维向量空间。如果我们添加向量
e3 = (0, 0, 1, 0)T, e4 = (0, 0, 0, 1)T，那么因为 e1 = x1 − e3, e2 = x2 − e3 − e4，则
e1, e2, e3, e4 可以由 x1,x2, e3, e4 线性表出，也就是 x1,x2, e3, e4 生成的子空间为 R4。
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3.4 生成集、基底和坐标 基底与维数

3.4.2 子空间的扩张

定理 7

设 Y = L(a1,a2, · · · ,am) 是 n 维空间 X 的一个 m 维子空间，则向量组 a1,a2, · · · ,am 可
扩张为 a1,a2, · · · ,am,am+1, . . . ,an 使得 X = L(a1,a2, · · · ,am,am+1, . . . ,an)。

注意：其中 L(am+1, . . . ,an) 也是 Y 的一个子空间。

L(am+1, . . . ,an)⊕ L(a1,a2, · · · ,am) = L(a1,a2, · · · ,am,am+1, . . . ,an).

定理 8

维数公式：dim(Y1 + Y2) = dimY1 + dimY2 − dim(Y1 ∩ Y2)

对于直和：dim(Y1 ⊕ Y2) = dimY1 + dimY2
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3.4 生成集、基底和坐标 基底与维数

定义 12

如果一个向量空间 V 中任一向量都能被 n 个线性无关的向量线性表出时，V 称为有限维线
性空间，否则，称为无限维线性空间。

有限维线性空间

1. n 维向量空间
2. n × m 维矩阵空间
3. 最高次为 n 次的多项式空间
4. 复数域

无限维线性空间

1. 所有的多项式构成的空间
2. 一阶可导函数空间
3. 傅里叶变换后的频域空间
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3.4 生成集、基底和坐标 坐标

3.4.3 坐标

定义 13

在 n 维向量空间 V 中，n 个线性无关的向量 ε1, ε2, · · · , εn 称为 V 的一组基。设 a 是 V 中
任一向量，于是 ε1, ε2, · · · , εn,a 线性相关，因此 a 可以被基 ε1, ε2, · · · , εn 线性表出：

a = a1ε1 + a2ε2 + · · ·+ anεn,

其中系数 a1, a2, · · · , an 是被向量 a 和基 ε1, ε2, · · · , εn 唯一确定的，这组数就称为 a 在基
ε1, ε2, · · · , εn 下的坐标，记为 (a1, a2, · · · , an)。
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3.4 生成集、基底和坐标 坐标

例 15

在向量空间 Pn 中，
1, x, x2, · · · , xn−1

是 n 个线性无关的向量，而且每一个次数小于 n 的数域 K 上的多项式都可以被它们线性表
出，所以 Pn 是 n 维的，而 1, x, x2, · · · , xn−1 就是它的一组基。
在这组基下，多项式 f(x) = a0 + a1x + · · ·+ an−1xn−1 的坐标就是它的系数
(a0, a1, · · · , an−1)。
如果在 V 中取另外一组基

ε1
′ = 1, ε2

′ = (x − a), · · · , εn
′ = (x − a)n−1.
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3.4 生成集、基底和坐标 坐标

那么按泰勒展开公式

f(x) = f(a) + f ′(a)(x − a) + · · ·+ f (n−1)(a)
(n − 1)!

(x − a)n−1.

因此，f(x) 在基 ε1
′, ε2

′, · · · , εn
′ 下的坐标是(

f(a), f ′(a), · · · , f (n−1)(a)
(n − 1)!

)
.
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3.4 生成集、基底和坐标 坐标

例 16

在 n 维向量空间 V 中，显然 
ε1 = (1, 0, · · · , 0),
ε2 = (0, 1, · · · , 0),

· · · · · · · · ·
εn = (0, 0, · · · , 1)

是一组基。任意向量 a = (a1, a2, · · · , an) = a1ε1 + a2ε2 + · · ·+ anεn。
所以 (a1, a2, · · · , an) 就是向量 a 在这组基下的坐标。
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3.4 生成集、基底和坐标 坐标

不难证明， 
ε1

′ = (1, 1, · · · , 1),
ε2

′ = (0, 1, · · · , 1),
· · · · · · · · ·

εn
′ = (0, 0, · · · , 1)

是 V 中 n 个线性无关的向量。
在基 ε1

′, ε2
′, · · · , εn

′ 下，对向量 a = (a1, a2, · · · , an)，有
a = a1ε1

′ + (a2 − a1)ε2
′ + · · ·+ (an − an−1)εn

′.

因此，a 在基 ε1
′, ε2

′, · · · , εn
′ 下的坐标为

(a1, a2 − a1, · · · , an − an−1).
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3.5 秩

1 3.1 向量空间的基本概念

2 3.2 向量子空间

3 3.3 线性无关性

4 3.4 生成集、基底和坐标

5 3.5 秩

6 3.6 仿射子空间
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3.5 秩 秩、矩阵的秩

3.5.1 秩、矩阵的秩

定义 14

向量组 a1,a2, · · · ,ar 的极大线性无关组中所含向量的个数称为这个这个向量组的秩, 记作
rank{a1,a2, · · · ,ar}.

定义 15

矩阵 A 的行 (列) 向量组的秩称为 A 的行秩（列秩）, 其中矩阵的行秩和列秩相等, 它们都
称为矩阵 A 的秩, 记作 rank(A).

定理 9

dim L(a1,a2, · · · ,ar) = rank{a1,a2, · · · ,ar}
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3.5 秩 秩、矩阵的秩

例 17

设矩阵 A

A =


1 1 3 1
0 2 −1 4
0 0 0 5
0 0 0 0



矩阵 A 的行向量组为
a1 = (1, 1, 3, 1) a2 = (0, 2,−1, 4)

a3 = (0, 0, 0, 5) a4 = (0, 0, 0, 0).

可以证明，a1,a2,a3 是向量组 a1,a2,a3, a4

的一个极大线性无关组。因此，向量组
a1,a2,a3,a4 的秩为 3，换句话说，矩阵 A
的行秩为 3。

黄定江 (DaSE@ECNU) 第二章 向量和矩阵基础



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

3.5 秩 秩、矩阵的秩

A =


1 1 3 1
0 2 −1 4
0 0 0 5
0 0 0 0


A 的列向量组为

b1 = (1, 0, 0, 0)T

b2 = (1, 2, 0, 0)T

b3 = (3,−1, 0, 0)T

b4 = (1, 4, 5, 0)T.

用同样的方法可以证明，b1, b2, b4 线性无关，且 b3 = 7
2b1 − 1

2b2，所以 b1, b2, b4 是向量组
b1, b2, b3, b4 的一个极大线性无关组，于是向量组 b1, b2, b3, b4 的秩为 3，换句话说，矩阵
A 的列秩为 3。
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3.5 秩 秩、矩阵的秩

例 18

一般在推荐系统中，数据往往使用“用户——物品”矩阵来表示的。用户对其接触过的物品
进行评分，评分表示了用户对于物品的喜爱程度，分数越高，表示用户越喜欢这个物品。而
这个矩阵往往是稀疏的，空白项是用户还未接触到的物品，推荐系统的任务则是选择其中的
部分物品推荐给用户。这就需要对矩阵中的空白项进行补全。
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3.5 秩 秩、矩阵的秩

设 E 为可以被观察到评分的 (用户, 物品) 指标集，M 为观察评分矩阵，Mij 为观测到的用
户 i 对物品 j 的评分，X 为预测评分矩阵，Xij 为预测的用户 i 对物品 j 的评分。矩阵补全
问题可以转化为寻找与观测到数据集合 E 中所有项匹配的最低秩矩阵 X。形式化如下

min
X

rank(X)

s.t. Xij = Mij ∀i, j ∈ E
或者转化为限定在秩为 r 的条件下，求矩阵使得观测到的评分与预测的评分最接近：

min
X

∑
ij
(Xij − Mij)

2 ∀i, j ∈ E

s.t. rank(X) = r
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3.6 仿射子空间

1 3.1 向量空间的基本概念

2 3.2 向量子空间

3 3.3 线性无关性

4 3.4 生成集、基底和坐标

5 3.5 秩

6 3.6 仿射子空间
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3.6 仿射子空间 仿射子空间

3.6.1 仿射子空间

定义 16

令 V 是一线性空间，x0 ∈ V 且 U ⊆ V 是一线性子空间，则子集
L = x0 + U := {x0 + u|u ∈ U} ⊆ V

是一仿射子空间。我们定义线性子空间的维数为仿射子空间的维数。

注意，如果 x0 /∈ U，则仿射子空间 L 不是一个线性子空间。
若 U 有一基底 a1,a2, ...,am，则 L 中的每一个元素 x 均可写成
x0 + k1a1 + k2a2 + ...+ kmam。
这一结论通过定义是容易知道的。
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3.6 仿射子空间 仿射子空间

超平面

图 7: 仿射子空间

例 19

R3 中常见的仿射子空间
1. 零维仿射子空间：单点集 {x0}
2. 一维仿射子空间：直线 {x0 + ku}
3. 二维仿射子空间：平面 {x0 + k1u1 + k2u2}
4. R3 本身
5. Rn 中的 n − 1 维仿射子空间称为超平面。在二维
空间中一条直线是一个超平面；在三维空间中一
个平面就是它的超平面；在四维空间中，一个超
平面是三维空间。
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3.6 仿射子空间 仿射子空间

例 20

我们已经知道线性方程组 Ax = b, b ̸= 0 的解空间不是一个线性空间，但是它的解空间是一
个仿射空间。

设 Ax = 0 的解空间为 V，它是一个子空间；设 x0 是 Ax = b 的一个特解。
∀x ∈ x0 + V，x 必可以写成 x = x0 + x1，其中 x1 ∈ V。显然：

Ax = A(x0 + x1) = Ax0 + Ax1 = 0+ b = b.
说明 x0 + V ⊆ {x|Ax = b}
反之,∀x 满足 Ax = b, 则 Ax − Ax0 = A(x − x0) = 0, 则 x − x0 ∈ V，x ∈ x0 + V。
说明 {x|Ax = b} ⊆ x0 + V
综上，线性方程组 Ax = b, b ̸= 0 的解空间为 x0 + V，这是一个仿射空间。
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3.6 仿射子空间 仿射子空间

向量空间
向量子空间
向量组的线性相/无关
向量组的等价
生成集与向量组张成子空间
向量空间的维数、基和坐标
仿射子空间
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